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Sigrid M. Weber-Milbrodt

Synergetik: Von Paradigmen zu praktischen Anwendungen

“Wéhrend der letzten zwei Jahrzehnte hat die sog. "Nichtlineare Wissen-
schaft” (im deutschen Sprachraum besser bekannt als "Synergetik”) For-
scher aus nahezu jeder Disziphn — seien es Mathematiker, Naturwissen-
schaftler oder Ingenieure aber auch Forscher aus den Geschichis- und So-
zialwissenschaften bis hin zu Gerhirnforschung und Kunst — herausgefor-
dert und in thren Bann gezogen. Sie umfafit eine stetig wachsende An-
zahl von interdisziplindren Arbeiten; thre Attraktivitit basiert wesentlich
auf der Ervkenninis, daf nichtlineare Phanomene, obwohl sie in offen-
sichtlich verschiedenen Zusammenhdngen in Natur- und Ingenieurwis-
senschaften aufireten, oft gemeinsame Eigenschaften zeigen oder zumin-
dest durch Verwendung dhnlicher Konzepte verstanden werden konnen.
Diese gemeinsamen Konzepte oder Merkmale, dblicherweise Paradigmen
genannt, bieten ein wirkungsvolles Instrumentarium, um uber unsere tra-
ditionelle, mechanistische "lineare” Intuilion hinaus zu einem tieferen
Verstindnis komplezer Naturvorgénge zu gelangen.”[1]

1. Prolog

Drei der bedeutendsien nichtlinearen Paradigmen sind ‘Solitonen’, ‘deterministisches
Chaos’ und ‘Fraktale’ — ihre Reihung entspricht der zeitlichen Abfolge, in der sie in den
Blickpunkt des Interesses vieler Physiker wahrend der letzten beiden Jahrzehnte gerickt
sind. In ihnen manifestiert sich eine Revolution des physikalischen Weltverstandnisses.
Im folgenden werde ich versuchen, eines dieser faszinierenden Paradigmen, deterministi-
sches Chaos, in ein relativ leicht falbares theoretisches Umfeld einzubetten sowie eine
theoretisch bisher nicht befriedigend modellierte Anwendung vorzustellen — die Demonstra-
tion synergetischer Begriffsbildungen am Beispiel des tropfenden Wasserhahns. Abschnitt
2 fihrt den Begriff ‘Synergetik’ und zugrundeliegende Konzepte ein. In Teil 3 wird ge-
zeigt, daf eine geeignete mathematische Modellbildung das Auftreten chaotischer Zustande
garantiert. Exemplarisch werden mathematische Notationen und Begriffe an einem der
einfachsten und auch bekanntesten diskreten dynamischen Systeme vorgestellt, der
kanonischen Form einer einparametrigen, quadratischen, langentreuen Abbildung. Sie ist
der Prototyp eines synergetischen Systems mit einem dufleren Kontrollparameter, dessen
Anderung selbstorganisierte Prozesse im Sinne der Synergetik verursacht: Bei speziellen
Werten des Kontrollparameters (kritischen Punkten) geht das System in neue Zustinde an-
derer Ordnung oder Struktur iiber (vgl. [2], Chap. 1.9). Abschlieflend beschreibt Abschnitt
4 an einem ausgewihlten Beispiel, wie fundamentale Begriffe der Synergetik experimentell

demonstriert werden kdénnen.
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2. Synergetik, eine facheriibergreifende Disziplin

Die Lehre vom Zusammenwirken, was Synergetik wortlich bedeutet, gestattet Erschei-
nungen in verschiedenen Gebieten wie Physik, Chemie, Biologie, Soziologie usw. unter
einem gemeinsamen Gesichtspunkt zu behandeln [3,4]. Den dabei gefundenen gemein-
samen Gesetzmafligkeiten liegt die Tatsache zugrunde, dafl das untersuchte Objekt nach
auflen zwar eine Einheit darstellt, streng genommen aber aus sehr vielen Untersystemen
besteht. Allerdings kommt das Verhalten des Gesamtsystems in der Regel nicht durch eine
(zuféllige) Superposition von Eigenschaften dieser Untersysteme zustande. Das Gesamtsy-
stem zeigt haufig neue Eigenschaften, die auf der Ebene der Untersysteme nicht existieren.
Letztere wirken vielmehr konstruktiv zusammen und erzeugen so (spontan) ohne Eingriff
von auflen organisierte Strukturen {Selbstorganisation). Beispiele hierfiir sind u. a. die Bil-
dung einer Schneeflocke und — viel komplexer — das Wachstum von Pflanzen und Lebewesen
[5]. Zentrales Anliegen der Synergetik ist die Suche nach allgemeinen Ordnungsprinzipien,
die die selbstorganisierte Bildung von réumlichen, zeitlichen oder funktionellen Strukturen
auf einer makroskopischen Skala sowohl in der belebten als auch in der nicht belebten Welt

bestimmen [2].

Im Rahmen der vorliegenden kurzen Einfithrung ist es weder moglich noch beab-
sichtigt, ein Konzept zu entwickeln, das dem Leser in elementarisierter Form den nach
Haken “harten Kern” der Synergetik nahebringt, d.h. das Prinzip der Instabilitat, das
Prinzip des Ordnungsparameters und das Versklavungsprinzip (siehe z.B. [2]). Auch soll
nicht versucht werden, ein Beispiel zu geben, wie alle in der Synergetik wesentlichen Be-
griffe auf relativ elementarem Niveau eingefiilhrt werden konnen, insbesondere da “altere”
Begriffsbildungen aus der Theorie der Systeme im thermischen Gleichgewicht von der Sy-
nergetik ibernommen wurden und daher nicht als typisch fiir die Synergetik anzusehen
sind. Angestrebt wird vielmehr, den in der Ausbildung von Lehramtskandidaten Tatigen
Anregungen zu geben, wie das modernen Entwicklungen der Physik zugrundeliegende phy-
sikalische Weltbild unseren zukiinftigen Lehrern in Form eines minimalen Stoffkanons ver-
mittelt werden kann, sowie interessierten Studenten, u. a. auch unseren das Fach Physik
nicht vertieft Studierenden, einen Einblick zu geben in wenige, im Rahmen der Synergetik
neu entwickelte, fundamentale Begriffe und deren Inhalte, wie ‘Selbstorganisation’, ‘deter-
ministisches Cha.os’, ‘Ordnungs—Ordnungsiibergang’ und zwar soweit mdglich einfach mit
der Aufforderung: “Schau das Bild an!”

In Abschnitt 4 wird dieses Bild mittels eines einfachen Demonstrationsexperimentes
erzeugt, dessen “Bauteile” jedem bekannt sind: der tropfende Wasserhahn (fiir weitere eta-
blierte Beispiele s. Ref. [6] sowie die Ubersicht {T]); aber ebenso effizient kann dieses Bild
als Ergebnis einer Computersimulation entstehen, was zu einem eminent sinnvollen Einsatz
des Rechners in der Ausbildung sowohl von Lehramtsstudenten als auch von Schiilern fiihrt.

Vorausgehen muB dabei die Ubersetzung des realen Systems in ein mathematisches Modell,
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dessen Entwicklung fiir den Lernenden iiberschaubar und verstédndlich zu sein hat. Will
man von vorneherein auf reale Versuche verzichten, ist es nétig, aus der Vielzahl der be-
kannten strukturbildenden Prozesse ein Exemplar auszuwihlen, das im Erfahrungsbereich
der Lernenden liegt, und fiir dessen Verhalten sic zumindest teilweise ein ‘Gefiihl’ haben.
Damit scheiden in der Regel an und fiir sich sehr illustrative und typische Beispiele aus der
Hydrodynamik oder der Reaktionskinetik bei der Modellwahl aus. Als Konsequenz bietet
sich beispielsweise an, Probleme aus der Populationsdynamik einer und zweier Spezies zu
behandeln [8]. Allerdings sind in der Physik Versuche essentieller Bestandteil sowohl der
Erkenntnisgewinnung als auch der Wissensvermittlung. Experimentelle Daten bediirfen
jedoch immer einer geeigneten Interpretation. Diese fufit auf unserem gegenwartigen Welt-
verstandnis, das gleichzeitig ein Spiegel herrschender Lehrmeinungen ist. In der Regel 1at
sich ein Minimalkatalog von notwendigen Charakteristika mathematischer Modelle, die
wesentliche Figenschaften realer physikalischen Systemes beschreiben, aus den Mefidaten
erschlieBen. In Abschnitt 4 werde ich diese Problematik am Beispiel einer empirischen
Modellbildung ansprechen. Vorher sind jedoch einige fundamentale Begriffe zu kiaren.

3. Diskrete nichtlineare Dynamik

Wir sind gewohnt, viele physikalische Systeme, beispielsweise ein schwingendes Pen-
del, durch Differentialgleichungen zu modellieren. In der Synergetik lassen sich jedoch
Beispiele finden, fir die eine solche kontinuierliche Beschreibung weniger geeignet ist, bei-
spielsweise das Wachstum einer Insektenpopulation, die zeitliche Entwicklung der Puls-
frequenz eines Patienten (Herzforschung), die Anzahl von Waffen einer Gattung in einem
Modell fiir Wettriisten oder die Zeitintervalle zwischen den Tropfen eines undichten Wasser-
hahns. Dariberhinaus basieren numerische Losungverfahren von Differentialgleichungen
auf verschiedenen Diskretisierungsmethoden, so dafl von integrablen Fillen abgeschen im
Forschungszweig der ‘computational physics’ diskrete dynamische Systeme die eigentlichen
der nichtlinearen Physik inhirenten Modelle sind.

Ein diskretes dynamisches System werde im folgenden durch ein System von gewohn-

lichen Differenzengleichungen beschrieben:

Tyl = f(-’lit), (1)

mit ¢ € IN, 2, := (21,,22,,--,2m,) € R™ und f = (f1, f2, .-, fm): R™ — R™ reelle
Funktion. In Analogie zu kontinuierlichen Systemen werden wir den m-dimensionalen
euklidischen Raum IR™ bzw. R™ x IR™ auch als Phasenraum bezeichnen. Eine Losung
des Systems (1) zum Anfangswert 29 € IR™ 1a8t sich iterativ berechnen: z; = f(=xo),
zz = f(=1), ... Die dabei erzeugte Folge von z,-Werten ist die gesuchte Ldsung und
heiit auch Bahn des Punktes zy unter f. Die Theorie der diskreten nichtlinearen
Dynamik untersucht die Eigenschaften solcher Bahnen. Ehe wir uns einem konkreten
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Beispiel zuwenden, mochte ich mathematisch sauber einige fundamentale Begriffe dieser
Theorie einfiihren, um von klaren Begriffsbildungen ausgehen zu kdnnen [9):
- z* € R™ heifit Fizpunkt von f (und damit der Iteration (1)) <= z* = f(z*).
— die n-fache Komposition von f heifit n-fache Iterierte von f:
fli:=id, fl:=f, fPi=fof, frti=fof"l, n>2 _
— die Bahn (auch Orbit oder Trajekiorie) Of(zo) eines Punktes o € R™ unter f ist
O¢(zo) := {f™(xo): n € No}.
— die Bahn eines Fixpunktes von f? unter f heifit periodischer Orbit der Periode p oder
p—Zykel, p > 1.
— ein Fixpunkt 2* von f heiflt stabil und damit Attrakior der Periode 1 <= Es gibt
eine offene Umgebung U von z*, so daf fiir alle zo € U: lim,—o f*(20) = 2*
— ein stabiler p—Zykel heiit Grenzzyklus oder auch Attraktor der Periode p, p > 1.

Verlassen wir nun die abstrakte Definition und wenden uns einem konkreten Beispiel
zu! Fiir ein systematisches Studium der Strukturvielfalt synergetischer Systeme sind dyna-
mische Systeme gut geeignet, die von einem &ufleren Parameter u, dem Kontrollparameter
(z.B. Temperatur, Starke einer treibenden Kraft, ...), abhingen. Die einfachsten Beispiele
sind einparametrige Familien von eindimensionalen (m = 1) Abbildungen (auf einem In-

tervall),
2yy1 = fu(ee), (2)

mit #, € R und f,:IR — IR einmal stetig differenzierbar. Die wohl am haufigsten zitierte
und am intensivsten studierte Funktionenklasse besitzt fiir festen Kontrollparameter u ein
quadratisches Maximum. Als Definitionsbereich wird ein kompaktes Intervall gewahli.
Der bekannteste Verteter ist die logistische (Differenzen-)Gleichung (Iteration einer Para-
belfunktion), die in verschiedenen Gestalten untersucht worden ist:

fulz)=1- pa?, (3a)
falz)=e(l-2)z, (3b)
f(z)=b(1—-2)z +=z. (3¢)

Die Darstellungen (3a) bis (3c) lassen sich durch geeignete lineare Transformationen in-
einander iiberfiihren. Die Form (3a) erleichtert wegen ihrer Symmetrie mathematische
Betrachtungen. Das Maximum der Funktionenfamilie (3b) liegt im Positiven, weshalb sie
mit [0,1] als Definitionsbereich und ¢ > 0 der experimentellen Situation in Teil 4 an-
gepaflt ist, da dort nur positive Argumente interessieren. Im folgenden werde ich einen
einfiihrenden Uberblick iiber Stabilitits- und Konvergenzeigenschaften von Trajektorien
der logistischen Gleichung in dieser Darstellung geben, aus Raumgriinden jedoch ohne
Beweis [10]:

— Stabilitatskriterium fiir einen Fixpunkt z*: z* ist (lokal) stabil <= |f'(=*)| < 1.
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[Der strenge Beweis dieses Kriteriums folgt den Uberlegungen die zu Glchg. (4) fiir die
Berechnung der Lyapunovzahl fiihren. Leicht einsichtig kann es anhand von Abb. 1
gemacht werden, wo fiir zwei grundlegende Situationen gezeigt ist, wie die Iterierten
graphisch konstruiert werden kénnen. Sei #* ein Fixpunkt von f, dann liegt der Punkt
(z*, f(=*)) auf der Winkelhalbijerenden des 1. Quadranten. Die Tangente durch diesen
Punkt schlieft mit der x-Achse entweder einen Winkel (i) < 45° oder (ii) > 45°
ein (Den Fall von genau 45° wollen wir hier nicht betrachten). Im ersten Fall gilt
limy,— oo f(z9) = =* fiir alle Punkte aus einer geniigend kleinen Umgebung von z*,
wohingegen im zweiten Fall eine Umgebung von z* existiert, so dafl fir einen Punkt
z9 # =* aus dieser Umgebung nach ng-Schritten f™(z¢) diese Umgebung verlassen
hat. Dieses abstoBende Verhalten charakterisert einen instabilen Fixpunkt (Repellor).]

Abb. 1: Iterationsverhalten in der Nihe cines stabilen (linkes Bild) und eines instabilen
{rechtes Bild) Fixpunktes. Der Graph von f, ist strichpunktiert; die Winkel-
halbierende des 1. Quadranten ist punktiert; die mit Pfeilen versehene durchge-
zogene Kurve gibt die graphische Iterationsregel an: Gehe von einem Startpunkt
zum Funktionsgraphen, vom Graphen zur Winkelhalbierenden, von dieser wieder
zum Graphen usw. :

— Stabilitatskriterium fiir einen p-Zykel (zg,21,...,2p_1):
(x9,%1y...,2p—1) ist (lokal) stabil <= [(f?)'(z,)| <1, r=0,...p—1.
[Dies bedeutet, dafl jedes Element des p-Zykels ein (lokal) stabiler Fixpunkt von f?
ist.]

— Nicht alle Punkte konvergieren unter der Iteration gegen einen stabilen periodischen
Orbit. |
[Beispielsweise existieren instabile Fixpunkte; so ist £y = 0 Repellor fiir @ > 1. Die
Abbildung f; generiert den Orbit {%,1,0,0,0,...}.]

— fo besitzt zu festem a hochstens einen stabilen periodischen Orbit.
[Der Fall konkurrierender Attraktoren mit unterschiedlichen Einzugsgebieten (Basins})
tritt hier also nicht auf.]
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— Fast alle Punkte konvergieren unter der Iteration (im Falle der Existenz) gegen den
stabilen periodischen Orbit.
[Genauer ist das (L.ebesgue-) Mafl derjenigen Punkte, die nicht gegen den stabilen
periodischen Orbit konvergicren 0. In der Theorie nichtlinearer Systeme sind mehrere
Ma$- und Dimensionsbegriffte wesentlich. So erfordert das eingangs erwihnte Para-
digma des Fraktals die Klarung des Begriffs der gebrochenen (fraktalen) Dimension.
Eine Rolle spielen Fraktale in dynamischen Systemen als sog. seltsame Attrakioren
(vgl. Abschnitt 4), jedoch erzeugt die hier betrachtete Iteration der Funktionenfami-
lie (3b) keinen seltsamen Attraktor.]

— Wenn f, einen stabilen periodischen Orbit besitzt, so wird f2(3) fiir n — oo von
diesem ‘angezogen’.

Die genannten Eigenschaften werfen nun die Frage auf, was mit einem Anfangspunkt zg
unter der Iteration geschieht, wenn kein stabiler periodischer Orbit existiert. Zwei wesent-
liche Fille wurden bisher untersucht [11, p.15], die ich grob skizzieren méchte. (Auf den
ersten Fall werde ich im Zusammenhang mit der Lyapunovzahl spater noch genauer ein-
gehen.) Maoglich ist einmal die sog. sensitive Abhdngigkeit von den Anfangsbedingungen,
d.h. aus der Kenntnis eines Orbits mit Anfangspunkt z¢ kann nicht auf den Verlauf eines
Orbits mit einem Anfangspunkt sehr nahe bei z, geschlossen werden {Gedachinislosigkeit
bzgl. der Herkunft eines Punktes); dies kann mit ergodischem Verhalten gekoppelt sein,
d.h. jeder Teil des Phasenraums (oder auch Intervalls) wird von einem Orbit mit etwa glei-
cher Wahrscheinlichkeit ‘besucht’. Ein Beispiel wiederum bietet die Funktion f,, ¢ = 4.
Der Leser iteriere verschiedene Startwerte und mache sich durch cine kleine Variation der
Startwerte klar, daf ein deterministisches System eine nicht vorhersagbare ‘zeitliche’ Ent-
wicklung besitzen kann. Ein zweiter mdglicher Fall ist die Existenz eines nichtperiodischen
stabilen Orbits (und damit eines nichtperiodischen Attraktors [11]), der das Lebesguemaf
0 besitzt; dabei tritt keine Sensitivitat bzgl. der Anfangsbedingung auf. Diese Orbiten-
struktur zeigt die durch f,, a = 3,5700... bestimmte Iteration. Fiir fast alle Anfangspunkte
bleiben die Bahnen benachbarter Punkte dicht zusammen, das System wird daher als nicht
mischend bezeichnet.

Nach diesem Uberblick iiber mégliche Formen von Orbiten und Attraktoren disku-
tiere ich im Detail, wie sich die Struktur der Losungen der logistischen Gleichung bei
einer systematischen Variation des Kontrollparameters a dndert. Dabei wechselt Ge-
stalt oder/und Typ des Atiraktors. Letzteres stellt die mathematische Beschreibung eines
Selbstorganisationsprozesses (Ubergang in Zustande anderer Ordnung) dar. Folgende Phi-
nomene lassen sich konkret beobachten: Ein Fixpunkt bzw. stabiler p-Zykel kann seinen
Wert bzw. die Werte seiner Elemente und damit seine Lage bzw. Form im Phasenraum
dndern. Die topologische Struktur eines Attraktors kann wechseln, wenn der Kontroll-
parameter einen speziellen Punkt kreuzt. So entsteht bei einem bestimmten Bifurka-

tionspunkt (Gabelungspunkt) a..;; aus einem Einerzykel ein Zweierzykel (Beispiel eines



Ordnungs-Ordnungs-Ubergangs). Einer ersten Bifurkation kénnen weitere folgen. Man
kann nun fragen, was nach einer bestimmten Sequenz solcher Periodenverdopplungen ge-
schieht. Von den vielen in nichtlinearen Systemen denkbaren Moglichkeiten werden die
sowohl theoretisch als auch im Experiment erfolgreich studierten, also die ‘wahrscheinliche-
ren’ Falle, Szenarien genannt. Generell lassen sich mit ihrer Hilfe Wege ins Chaos (in der
Kontinnumsmechanik spricht man von Turbulenz) erfolgreich beschreiben. Im vorliegen-
den Beispiel treten Uberginge von periodischen Orbiten (p-Zykeln) zu nichiperiodischen,
quasi-stochastischen, irreguldren Trajektorien auf, die ein Beispiel fiir deterministisches
Chaos darstellen. Der Begriff ‘deterministisch’ bezieht sich dabei auf die Tatsache, dafl
die Trajektorien durch deterministische Gleichungen, wie (3b), bestimmt sind. In deter-
ministischen Systemen ist Chaos prinzipiell mit einer sensitiven Abhangigkeit von den
Anfangsbedingungen verkniipft: Angenommen die Startpunkte zweier Orbiten besitzen
eine Entfernung dy, dann sei der Abstand der Orbiten nach n-Iterationen d, := d, ehlmin
Ist nun A(n) fiir alle »n mit n > ng positiv, so divergieren die beiden Trajektorien ex-
ponentiell. Das Vorzeichen der Zahl A = A(oo) erlaubt daher, chaotische Bahnen zu
diagnostizieren. Mit dy = ¢, € genligend klein, kann die Entfernung nach einer Iteration

dy = |fa(zo + €) — fa(zo)] durch [f;(2¢)| € gut approximiert werden; nach n-Iterationen

ergibt sich also d, = |fi(Zn-1)|dn-1 = [[0oy |fi(2:)|, woraus sich die Lyapunovzahl A
bestimmen 1afit: .
oo 1N '
A= lim ~ tg,ln | fa (@)l

Bei der folgenden recht straffen Darstellung skizziere sich der Leser zum besseren
Verstindnis die Folge der Strukturinderungen als Funktion des Kontrollparameters a.
Einen recht guten Uberblick gewinnt man bei einer graphischen Darstellung der Attrakto-
ren als Funktion von ¢ (siehe z.B. [11], p. 26 oder [R7d], p. 136). Nichttriviales Verhalten
findet sich fir 1 < a < 4, denn fiir Parameterwerte a < 1 ist 0 Attraktor des Systems und
fiir a > 4 gilt 2, — —oo bei n — oo . In diesem Parameterintervall findet sich zwei
prominente Szenarien: das Feigenbaum-Szenarium und das Pomeau—Manneville-Szenari-
um. In Abhangigkeit vom Wert von a existieren stabile Attraktoren beliebiger Ordnung.
Fir 1 < a < ag := 3 ist 2* = 1 — 1/a stabiler Fixpunkt, d.h. ein Attraktor der Periode 1
(1-Zykel). Mit wachsendem a wird z* bei @ = ¢ instabil, und gleichzeitig erscheint ein sta-
biler 2-Zykel, der bei a = a; instabil wird und in einen stabilen 4-Zykel bifurkiert. Dieses
Phinomen wiederholt sich bei weiterer Erhhung von a, d.h. ein 2/-Zykel ist im Intervall
(aj-1,@;) stabil und gebiert bei a = a; einen 29+ -Zykel, der in (a;, a;11) stabil ist (Kas-
kade von Periodenverdopplungen, vgl. [13]). Die Folge der a; ist nach oben beschrankt und
konvergiert gegen ao, := 3,5700... . Fiir ¢ = a,, hat f, cinen aperiodischen Attraktor
(der nicht seltsam ist). Weiter gibt es eine Zahl § := 4,66920... ( Feigenbaumkonstante),
so daB |a; — aco| ~ const -7 fiir j — oo. Sie ist universell, d.h. ihr Wert unabhingig

von der speziellen Form von f,, bis auf die Bedingung eines quadratischen Maximums bei
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T: f(F)— f(z) ~ |z —F|? fiir |z — | genligend klein [13]. Die genannten Bifurkationen der
Orbitenstruktur von Gleichungen (3a/b/c) sind sog. Heugabel-Bifurkationen. Diese sind
typisch fiir das Feigenbaum-Szenarium (Periodenverdopplungsweg ins Chaos). Die Orbi-
ten zeigen im Intervall asymptotisch eine selbstihnliche Struktur, der 2/-Zykel enthilt
den 2/~'-Grenzzykel auf einer um o := 2,502907875095892848 . .. gestauchten Skala fiir
j — oo. Diese Zahl ist ebenfalls universell [13]. Oberhalb von @ = aqo existiert die be-
schriebene Bifurkationskaskade fiir Grenzzyklen der Basisperiode p # 1 (p-2j —Zykel). Nach
2r—Zykeln findet sich etwa bei a = 3,6786... der erste Orbit mit ungerader Periode r, r
sehr grofl. Mit wachsendem a erscheinen Zykel mit immer ktirzeren ungeraden Perioden,
bis bei a. := 3,8284... der erste 3-Zykel auftaucht (inverse Kaskade). Fiir a > a. besitat
f3 einen stabilen und einen benachbarten instabilen Fixpunkt; beide kollidieren bei a = a..
Diese inversen Sattelpunkt-Bifurkationen sind kennzeichnend fir das Pomeau-Manneville-
Szenarium. Damit ist nun jede ganzzahlige Periode anwesend, aber es finden sich auch
unzahlig viele aperiodische Trajektorien. Fir Werte von a nahe bei a. herrscht sensitive
Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen, d.h. urspriinglich benachbarte Trajektorien
divergieren exponentiell. Es hat sich das Schlagwort eingebiirgert: “Periode 3 impliziert
Chaos.” Dieser chaotische Bereich ist von einer Vielzahl periodischer Fenster durchsetzt.
Abschlieflend ist noch anzumerken, dafi allgemeine Regeln bekannt sind, welche Perioden
welche anderen implizieren (Satz von Sarkovskii, [12]).

4. Synergetische Effekte am Beispiel des tropfenden Wasserhahns

Zur experimentellen Erzeugung einiger synergetischer Effekte habe ich ein wohlbe-
kanntes Beispiel aus dem taglichen Leben gewihlt: Die von einem undichten Wasserhahn
erzeugte Folge von ‘Wartezeiten’ zwischen aufeinander folgenden fallenden Tropfen. Das
regelmaflige Klacken der aufschlagenden Tropfen bei niedrigen Tropfraten, das an das
Ticken einer Uhr erinnert, ist unseren Ohren (auch denen von Studenten und Schiilern)
wohlvertraut. Wird die Durchflufirate des Wassers erhoht, so wird das von den Tropfen
erzeugte Lautmuster dichter und kann irregular werden; es lassen sich viele fiir nichtli-
neare Systeme charakteristische Phinomene beobachten, die in hohem Mafe unabhingig
von der im System inharenten mikroskopischen Physik sind, wie Bifurkationsfolgen (und
damit Selbstorganisation), Uberginge zum Chaos, sensitive Abhangigkeit von den An-
fangsbedingungen, Hystereseeffekte sowie die experimentelle Realisation fraktaler Gebilde
(augenscheinlich in Form seltsamer Attraktoren). Das System bietet ein exklusives Beispiel
wie eine empirische Modellierung auf der Basis gewonnener Mefidaten (Der Begriff ‘empi-
risch’ ist hier gebraucht im Gegensatz zu einer Modellbildung auf der Grundlage mikros-
kopischer Vorgangen wie beispielsweise den Navier-Stokes-Gleichungen zur Beschreibung
der Bewegung einer Flissigkeit) Vorhersagen tiber das Verhalten des Systems erlaubt bzw.
die Grenzen der Vorhersagbarkeit im Prinzip deterministischer physikalischer Vorginge



zeigt (im Sinne von genauer Berechenbarkeit des Systemzustandes, da die kleinste Ab-

weichung in den Anfangsbedingungen grofle Fehler fir den vorherzusagenden Zustand zur
Folge haben kann).

Die ersten Untersuchungen am undichten Wasserhahn wurden vor knapp zehn Jahren
von Robert Shaw und Mitarbeitern an der Univ. of California at Santa Cruz durchgefithrt
[14]. Die Arbeiten gehen auf Anregungen von O.E. Réssler [15] zuriick und verwenden
destilliertes Wasser konstanter Temperatur [16, 17]. Der Fiillstand eines Wasserreservoirs
—und damit der Druck im ‘Wasserhahn’ — wird mit Hilfe eines modifizierten Vergasers kon-
stant gehalten, die Durchflufirate durch ein mit einem Schrittmotor gesteuertes Nadelven-
til reguliert. Als Tropfenerzeuger dient ein Ventil aus Messing mit einer Ausstrittsofinung
von 1 mm Innendurchmesser. Die mit dieser Anordnung erreichbare maximale Tropfrate
betragt ca. 20 Tropfen pro Sekunde. Bei einer weiteren Erh6hung der Durchflufirate erhiel-
ten Shaw et al. einen laminaren Wasserstrahl [17]. Neuere Arbeiten zu diesem Thema va-
riieren neben der Durchflufirate sowohl die Temperatur als auch die Oberflichenspannung
der Fliissigkeit [18, 19].

Ich habe das System in verschiedenen Spielarten mit einfachen Mitteln nachgebaut.
Die Austrittsdffnung des Wasserhahns ist durch eine Diise {Auflendurchmesser 10 mm,
Innendurchmesser am Ausgang 2 mm, Lange 40 mm) ersetzt. Zur Begrenzung der Durch-
fluBmenge wird kein Nadelventil wie von Shaw et al. [17] benutzt, sondern eine Glaskapil-
lare mit 1,2 mm Innendurchmesser (vgl. [18-20]). Zur Regelung des Drucks und damit der
Durchflufirate dient im einfachsten Fall ein einziges Wasserreservoir, bei dem sowohl der
Fiillstand als auch die Hohe des Tanks relativ zur Diise variiert werden kann. Das Zeitinter-
vall zwischen zwei Tropfen kann mit einem He-Ne-Laser (0,5 mW) und einer Photodiode
oder einer kiuflichen Infrarotgabellichtschranke gemessen werden. Auch ein Mikrophon
wurde als Detektor getestet. Im Gegensatz zu Ref. [17] und [20] sind bei dem gewahlien
Versuchsaufbau Tropfraten von ca. 100 Tropfen pro Sekunde méglich. Bei hohen Tropf-
raten bildet sich am Ausgang der Diise ein kurzer Wasserjet, der in separierte Tropfen
iibergeht. Der kritische Faktor ist Formgebung und Ausfithrung der Diise, die keine Tur-
bulenzen erzeugen darf. Will man nur qualitativ die Strukturdnderungen als Funktion des
Druckes beobachten, geniigt ein Speicheroszilloskop als Registriergerat; fir quantitative
Messungen ist eine computerunterstiitzte Erfassung der Mefldaten unumganglich [21].

Die Abbildungen 2 bis 4 zeigen die mit einem Speicheroszilloskop gemessene Ausgangs-
spannung einer empfindlichen Infrarotlichtschranke. Abgebildet wurde ein Zeitintervall von
1 s (Abb. 2 und 3) bzw. 0,5 s (Abb. 3). Die gefundenen Periodenverdopplungen lassen
vermuten, dafl die Wartezeiten Ty zwischen zwei aufeinanderfolgenden Tropfen zumindest
fiir nicht zu kleine Tropfraten korrelliert sind, und dafl dariiberhinaus in dem System das
Feigenbaum-Szenarium realisiert sein kénnte. In der Tat fanden Shaw et al im chaotischen
Bereich bei der Auftragung 74, gegen T u.a. einen verrauschten “parabelformigen” Orbit
([17, Abb. 2d), was eine empirische Modellierung T;; = a(1—T1})T; nahelegt. Jedoch zeigt
eine genauere Analyse der Daten [20], dafl mindestens eine Korrelation der Wartezeiten
zwischen drei aufeinanderfolgenden Tropfen vorzuliegen scheint, und daBl der Orbit in der
Auftragung (Tyiz, Tea1, Tt) Ahnlichkeit zum Henon-Attraktor (p = 3,45; ¢ = 0,345) zeigt.
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Abb. 2: Einerzykel nahe der Bifurkation in einen stabilen 2-Zykel bei einer Tropfrate von
etwa 15 H=.

Abh. 3: Zweierzykel hei etwa 22 Haz.
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Abb. 4: Apcriodischer Orbit bei einer Tropfrate von etwa 90 He.



Letzterer besitzt fraktale Struktur und ist daher seltsam. Erzeugt wird er von der Henon-
Abbildung, einer zweidimensionalen, zweiparametrigen, quadratischen Abbildung, defi-
niert durch

o1 = Y +p2(1 — 24) (5.1)
1
Yir1 = g (e ~ 5) - (5.2)

Genauer stellt Glchg. (5.1/2) eine Normalform der allgemeinen zweidimensionalen qua-
dratischen Abbildung mit konstanter Funktionaldeterminante (q) dar. Der Kontrollpara-
meter ¢ beschreibt daher lokale Dissipation. Elimination von y; aus (5.1) liefert als Ite-
rationsvorschrift eine Differenzengleichung zweiter Ordnung fiir die x-Koordinate z¢41 =
pay (1l —2g) +q (241 — %), was zeigt, dal x4, sowohl von z, als auch von 2, a.bhﬁ.ﬁgt.
In dieser Form kann die Henon-Abbildung (zumindest fiir bestimmte DurchfluBraten [21])
als empirisches zweiparametriges mathematisches Modell fiir die Vorhersage der Zeitinter-
valle zwischen zwei Tropfen dienen. Zu klaren bleibt der Zusammenhang zwischen den
Parametern von Glchg. (5.1/2) und den experimentellen Parametern. Ein experimenteller
Parameter ist natirlicherweise der herrschende Druck, ein weiterer — laminare Strémung
vorausgesetzt — die Dampfung der durch den Riickstofl des abgeldsten Tropfens in Schwin-
gungen versetzten Wassersiule in der Diise (sensitiv auf Form und Material der Diise sowie
Art der Wasserzufithrung in die Diise). Es existiert bisher kein mikroskopisches Modell,
das klart, wie ein Wasserhahn tropit. Ebenso steht eine systematische Regressionsanalyse
aus. Regressionskurven der Daten wurden von Shaw [16] durch Untersuchung eines simp-
len kontinuierlichen mechanischen Modells “geschiitzt”. Eine linear mit der Zeit wach-
sende Masse M (Modell des Tropfens) dehnt eine Schraubenfeder (Rickstellkraft durch
Oberflichenspannung). Wenn die Dehnung eine bestimmte Lange iiberschreitet, wird die
Masse M schlagartig verkleinert (Ldsen eines Tropfens) und zwar um einen Betrag, der
proportional zur Geschwindigkeit von M im Moment des Ablosens ist. Dieses Modell be-
sitzt nur drei gekoppelte dynamische Variable und zeigt einmal mehr, daB ein Modell von
nur wenigen Dimensionen in der Lage ist, das chaotische Verhalten eines hochdimensiona-
len realen Systems manchmal addquat zu beschreiben. Eigene qualitative Messungen zu
diesem Problem sind in Vorbereitung [21].
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